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Tema
Multimi de numerereale: NcZcQcR

Multimea numerelor naturale
Notatii. N =1{0,1,2,...,n,...} este multimea numerelor naturale;
N* = N\ {0} = {1,2,...,n,...} este multimea numerelor naturale nenule.
Observatie. Multimea numerelor naturale N este stabild in raport cu operatiile

de adunare si inmultire, adica suma a doua numere naturale este un numar natural,
iar produsul a doua numere naturale este tot un numér natural.

Multimea numerelor intregi
Notatii. 7 ={...,-2,-1,0,+1,+2,...} este multimea numerelor intregi;
7% = 7.\ {0} este multimea numerelor intregi nenule.

Observatia 1. Nc Z si Z:{in|neN}={—n|neN*}u{O}uN*.

o A

Observatia 2. Multimea numerelor intregi este sfabild in raport cu operatiile de
adunare, scddere si inmultire, adica suma, diferenta si produsul a doud numere
intregi sunt numere intregi.

Multimea numerelor rationale

Notatii. @:{%

ael,be Z*} este multimea numerelor rationale;

Q* = Q\ {0} este multimea numerelor rationale nenule.

Observatia 1. Multimea numerelor rationale este stabild in raport cu operatiile de
adunare, scdidere, inmultire si impdrtire, adicd suma, diferenta, produsul si catul a
dous numere rationale (dintre care impartitorul este nenul) sunt numere rationale.
Observatia 2. Pentru orice numir rational nenul g existd o umicd fractie
ireductibild % ,cu acZ si beN*, astfel incat g = %.
Observatia 3. Un numir rational poate fi reprezentat prin fractii ordinare
echivalente sau printr-o fractie zecimald finitd sau periodicd.

Exemple. a. % = f—g = 2,4, fractie zecimala finitd;

w20 % =41,666...= 41,(6), fractie zecimala periodicd simpld
1505 . Skt S e
c. =250,8333...= 250,8(3), fractie zecimala periodicd mixtd.

Multimea numerelor reale
Notatii. R este multimea numerelor reale;

R* este multimea numerelor reale nenule;

R\Q este multimea numerelor irationale.
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Observatial. NcZcQcR.

Observatia 2. Orice numdr irational este reprezentat de o fractie zecimald
infinitda si neperiodicd.

Observatia 3. Reciproc, dacd un numdr real este reprezentat de o fractie zecimala
infinitd si neperiodicd, atunci numdrul este irational.
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1. Dintre propozitiile de mai jos, mentionati-le pe cele adevarate:

a) 5eN; b) V23 eR; c) 8(3)eN;
d) 3¢N; e J12Q; p13ez;
g)%eZ; h)%e@; i) 2,25 N*

2. Se considerd numerele -7 ; 5—‘1—1- ;—5;-3,25 ;\/3 ;%; 0 —% i +4;314).

Dintre aceste numere, scrieti pe caiet:

a) numerele naturale; b) numerele nenule;
¢) numerele intregi; d) numerele reale;
e¢) numerele rationale; ) numerele irationale.
3, Fied = {—17; 4%; 0,(5); &; = 2; J13; 0; 279; 5%; %il} . Determinati:
a) AnN; b) An(Z\N); c) AnQ;
d) ANZ; e) An(Q\2); H A\Q*;
2) An(R\Q); h) A\R_; i) A\R .
4. Dintre urmitoarele fractii, indicati fractiile echivalente cu % :
6. 30, 9. 30, 12 st
Y 10° Y oo By Buse % 20° 85’
5. Reprezentati sub forma de fractie ordinara fiecare dintre numerele :
a) 4,7; b) 19,(5); 9 0,503);
d) 5,25; e 32,(41); P 1,21(05).
6. Reprezentati urmitoarele numere rationale sub forma de fractie ireductibild:
a) 5.3; b) 0,701; ¢) 125,49;
d) 6,3(5); e 2,4; H 13,7(14).

7. Transformati urmitoarele fractii ordinare in fractii zecimale, amplificandu-le,
eventual, convenabil:

a)7

5 2
10°

135 x
b)Ey C)9,
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2, . 13
d)?a e) 205 .ﬂ 6'

8. Transformati urmatoarele fractii ordinare in fractii zecimale, simplificindu-le,
eventual, mai intai:

UE-3 b 0 22;
d) %; e %; 1—32923;
9 25 "= =3

9, Reprezentati urmatoarele numere rationale sub forma de fractie zecimala:
) %; b) %; o %;
d) %; D %; ¥/ ;—71

10. Determinati numerele naturale nenule a si b pentru care fractia ireductibila %
este echivalenta cu fractia:
a) %; b) %; o %;
d) f—g; e %; %.

11. Reprezentati numerele rationale de mai jos sub forma % ,unde acZ, beN".
0 =% b -1 PREES
d) 0,9(36); e 3,(7);  -2,1(6).

%%

12. Dati céte trei exemple de numere naturale » pentru care fractia & este:
n

a) subunitari; b) ireductibil; ¢) reductibila;
d) zecimala finita; e) periodica simpla; J) periodicad mixta.
13, Determinati fractia ireductibild echivalenti cu:
s 474747 b) 123123 p 49704970
2525235 234234 24572457 °

14, Stabiliti valoarea de adevir a fiecareia dintre urmatoarele propozitii, enuntand
cate un contraexemplu in cazul propozitiilor false.
a) ,,Orice numar natural este numar intreg.”
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b) ,,Orice numir real este numar rational”.

¢) ,,Dacd un numér nu este rational, atunci numérul nu este intreg.”
d) ,,Orice numir intreg'este numar natural.”

e) ,,Orice numir rational este numadr real.”

f) ,,Un numar este natural numai dacd numérul nu este intreg.”

15, Scrieti numarul 12 ca:
a) suma a trei numere naturale;
b) suma a doud numere intregi din care unul negativ;
¢) diferenta a doud numere intregi; d) produsul a doud numere rationale;
e) produsul a doua numere irationale; f) suma a doud numere irationale.

16. Reprezentati ca sume de produse intre cifrele din baza 10 si puterile ale lui 10
urmétoarele numere rationale:
a) 739 b) 0,145, c) 15,34;
d) 25,203 ; e) 210,08 ;  2,34).
Rezolvare. @) 739=17 10 +3-10"' +9-10°
3 4

c) 15,34=1-10' +5-10° +3:10"+4-107 sau 15,34=1-10' +5:10° +W+iaz— .
17. Determinati, in fiecare din situatiile urmatoare, numerele intregi » pentru care
relatiile urmitoare reprezinta propozitii adevarate:

14 18 25

P e . . Z.

a) n_leN, b) 2n_1eZ\N, c) 4n+le :
2n : 3n+5 : 4n+11

B Sl s Y it e

18, Scrieti cate doud numere rationale cuprinse intre % si % sub forma de:

a) fractii ordinare;
b) fractii zecimale periodice;
¢) fractii zecimale finite;

19, Determinati numerele naturale nenule x §i y pentru care xxxx 3= V) -

20. Numerele 123,123123; 0,(142857) si 7,2(51) sunt scrise sub forma de fractie

zecimala.
a) Scrieti a 10-a cifrd de dupa virguld a fiecdrui numar;

b) Determinati a 100-a cifrd de dupa virgula a fiecdrui numar.
21. Aflati cel mai mic numar natural nenul a pentru care fractiile %, % si %

reprezintd simultan numere naturale.

n-3

22. a) Determinati numerele naturale » pentru care fractia 3 este reductibila.

b) Determinati suma celor mai mici 2011 numerele naturale nenule » pentru

n-3

care fractia 3 este reductibila.




23. Aflati numerele naturale 7 pentru care fractiile urmitoare sunt reductibile:

D 2n+3 b) 3n+2 . n+1
10n+8° 5n+8° n=3n+l’
Koy 2 - \2k4L
24, Fie numarul a=10 (o) +3n =+ 1) i neNsikeN.

25

26.

27.

28.

29,

30

.

9 6
Ardtaticd ae N .
Demonstrati ca numerele urmatoare sunt irationale:
a) B3 . b) \/g ;€ \/; , unde p este un numdr natural prim.

Rezolvare. g) Presupunem ci V3 este numar rational adici exista fractia ireductibild

(SRR

2

a ; a ;
astfel incat /3 :; , echivalent cu 3=? , sau 3b’ =a’ . Deducem ci 3|a, adica

a=3a,a €N* . inseamnd ci 3b° =(3a,)*, echivalent cu 3b* =947, sau b’ =3a’.
it

Deducem ca 3|5, adicd b=3b, b € N*. Deci %: i—z este fractie reductibila, contrar
1

presupunerii facute. Rezultd ca presupunerea este falsd, deci +/3 este numar irational.

Stabiliti daca numarul JA este rational 1n fiecare din urmaétoarele cazuri:
a) A=3+4%+5°; ¢) A=1+3+5+7+..+199;

0 d=5"0 2000, d) A=199+2-(1+2+3+...+199) .
Scrieti elementele multimilor:

) A={xeN ieN}; ¢ C= { }
x+2
e eZ}' d) D= :
2x+1 )’
Scrieti elementele multimilor:
) A={xeN MEN}; ) c:{xez| 75S3xzs300};
x+1
in Sx+13 : = 2
b)B_{er s Z} & D={xeN|14<x*+4<40}.
Determinati cifrele a, b, c astfel incat sa aiba loc relatiile:
a) 4al  3; b) 71a5:9; ¢) 62ab 115
d) 2a3b : 36 ; e) aa67b:45; f) 99abc 1198 .

20 = :
Se considerd numarul @ = 5 si multimea M = { a,24,3a,..,45a } .

a) Determinati numarul de elemente din multimea M NN ;
b) Calculati probabilitatea ca, alegadnd la intamplare un element din A, acesta sa
fie numar natural.
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31. Stabiliti valoarea de adevar a urmdtoarelor propozitii, demonstrand propozitiile
adevirate si oferind cite un contraexemplu in cazul propozitiilor false.
a) Produsul oriciror doua numere irationale este un numdr irational.
b) Suma dintre un numdr rational si un numar irational este numar irational.
¢) Produsul unui numér irational cu un numdr rational nenul este numar irational.
d) Existd doua numere irationale a céror diferenta este numar rational.
e) Patratul oricirui numdr irational este numar rational.
/) Orice numir irational ridicat la puterea zero este numér natural.

Rezolvare. q) Propozitie falsi. Contraexemplu: 5-— B si 5+ J3 sunt numere
irationale, dar (5 - \/5) . (5 + \/5) =5 - \/57 =25-3=22, care nu este irational.

32. g) Aratati ca un numir este divizibil cu 8 daca si numai daca numarul format de
ultimele trei cifre ale sale este divizibil cu 8.
b) Aratati ca abc este divizibil cu 8 daca si numai dacd 4a+2b+c:8.

33. Se considera numarul a=0,122333...pn..1....
S —d

n ori

a) Demonstrati cd a este numar irational.
b) Determinati a 100-a cifra de dupa virgula a numérului a.

34. Determinati cifra x (din baza zece) astfel incat:

/Zﬁ : e s 259% .
a) <0 eN; b) T eN; c) T eN;
e Tk 18x
d) T eQ; e 126@, /) 2 eR\Q.

35. Demonstrati ci urmdtoarele numere sunt irationale:

a)2+\/§; b)—g—+\/§; c) M b
V3

d) B+2; e J1-45; N 25+52.

36. Demonstrati ci, dacd » este un numar natural, atunci urmatoarele numere nu
sunt rationale:

a) m - b) \/ﬁ : c) \/m ;
Probleme de sapte stele
37. Fie acQ.Dacd 7acZ si 3a€Z,demonstraticd aeZ.
38. Demonstrati ci, dacd ne N si Jne Q, atunci JneN.
39. Aritati ca numirul x =0,101001000100001... este irational.

40. Fie numerele a,b,c,de Q si xe R\Q astfel incit a+bx =c+dx . Aritati cd
e

e
N



SOLUTII

CAPITOLUL 1
Numere reale

1.1. Multimi de numerereale: NcZcQcR

1. Adevirate: @), b), d), ©), ), h). % @), d), ¢), ).5- @) 2L: ) 110: ¢ B a) 333, ¢) 320,

10 5 100’ 99 3

1 .
H K 6.g By N, 1BV, g B, 2, p 13337 7.4 0,7;b) 0,52; 0

0,(5);d) 58; e 0,55;0 2,1(6).8- @) 3,4;b) 2,c) 45(7);d) 3,45;¢) 7; 0 3,(09); 8
0,344 ; h) 0,08; ) 0,12(7).9- @) 1,8; b) 0,(45); 0 9,(18); d) 3,5;¢) 0,(6); 0 1(378).
10. @) a=34,b=65;b) a=3;b:5'c) a=1;b=77'd) a=1Tb=3;'¢) a=5b=1035$

a=3;b=5.11. g %;b) %, o = 13 ; d) ggg, ) 4.9 _13 .12. @) n>6, de exemplu

ne{7,8,12}; b) ni2 si ni3, de exemplu ne{5,13,77} : c) n:2 sau n:3, de exemplu
n e{2;9;14} ; d) Dupa aducerea la forma ireductibild, numitorul fractiei nu trebuie sa aiba alti
divizori primi diferiti de 2 si 5, de exemplu 7 € {4;10;20} ; e) in forma ireductibil, numitorul
fractiei trebuie si nu aibd ca divizori primi pe 2 sau pe 5, de exemplu n<{7;9;22}; f) In
forma ireductibila, numitorul fractiei trebuie sa aiba cel putin un divizor prim dintre 2 si 5, dar
s4 aiba gi cel putin un divizor prim diferit de 2 si 5, de exemplu 7 € {35;44;90} . 13. a) -g—z ;8)
78 ; ¢) Simplificdm mai intdi cu 10001, apoi cu 7 si obtinem M .14.a) A;b)F;c) A;d) F;

¢ A f) F.15. @) 1+7+4; b) 15+(-3); 9 2-(-10); & 3-%; ¢ J8-18; p

(12-v2)+2 .17. @) ne{2,3,8,15}; b) ne{0,~1,-4}; ¢) ne{0,1,6}; d) ne{-1,0}; ¢
ne {0 1}; ) ne{-4,-1,1} .18. a) Indicatie: Aducem la acelasi numitor, nu neaparat cel mai

mic: 1 =80 si 1 b) Indicatie: Prin impartire obtinem cé —<0 143 si —>O 165

7 420 6 420 ;
astfel ca putem scrie oricare fractii zecimale periodice cuprinse intre 0,143 si 0,165, c)

Aceeasi indicatie ca la b. 19. xxxx(3) =x-3>+x-3% +x-3+x=40x, E(g) =y-9+y=10y.
Rezulticd y=4x,cu xe{l,2} si ye{l,2,...8 =>x=1,y=4 sau x=2,y=8.20. 9) 0, 8,
respectiv 5; b) 0, 8 respectiv 5. 21. a=[12,5,36] =180 . 22. a) Fractia este reductibild prin
deN, d=>2daci si numai daci d divide n-2 si 3n-2 & d|3(n-3)-(3n-2) <
d|7 < d=7. Remltine{Tk+3|keN}; b) Numerele sunt 7-0+3, 7-1+3, ..,
7-2010+3 . Suma lor este 14153418. 23. @) 2n+3=7k = 2n=T7k-3 = k=2h+1,
heN = n=7h+2; b) Daca fractia se reduce prin numarul natural prim d, atunci
d|5-3n+2)-2-(5n+8), adicd d|14, deci d=2 sau d=7. Obtinem »n=par sau
n=Tk+4, keN; ¢) Dacd fractia se reduce prin numarul prim d, atunci tindnd seama ca
n2 —3n+1=(n+1)(n—4)+5, rezultd c& d=5. Atunci n=>5k—1, sau altfel scris, n=5h+4

n(n+1)

unde heN. 24. a:l%+ . Pentru orice keNavem 10¥—~1:9 si pentru orice

neN avem n(n+1):2 deciaeN pentru orice neN si keN. 26. JAcQo Adeste

N
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pitrat perfect. ¢) 4 =50 nu e patrat perfect; b) 4 nu e patrat perfect deoarece ultima sa cifra
este-85"e) A:lOOz; d) '4=199-201 nu e patrat perfect. 27. a) A={0,2}; b
B={-4,-1,03}; ¢ C={,3,7}; d D={0,1}..28. a) x+1|8<xe{0,1,3,7}; B
2x+1|21< x e {-11,-4,-2,-1,0,1,3,10} ; ¢) 5< x]ﬁlO ;d) xe{4,5,6} .29.a) ac{l,4,7}:
b) a=5;¢) b=0, ae{l,4,7} sau b=5, ac{2,58}; d) 3b:4=b=2 sau b=6. Pentru
b=2 trebuie si avem a=2 iar pentru b=6 trebuie a=7;e) b=0, a=7 sau b=5,
a=9; f) Deoarece 99abc =198-500+ abc , rezultd ci abc 198, deci abc=198-k , unde

k€{0,1,2,3,4,5}. 30. a) a=%, kraeMnN= k:5=>ke{510,15,.,45}. Sunt 9

elemente; b) % .31. a) Fals, V22=2 ; b) Adevarat. Presupunéand contrariul, ar exista a,b,¢
astfel incat a+b=c, cu a si c rationale si b irational. Atunci b=c—aeQ, contradictie; ¢)

Adevirat. Presupunand a-b=c cu a irational si b si c¢ rationale ar rezulta a=%e@,

contradictie; d) Adevirat, de exemplu J2-2=0€Q; e Fals, 2 eQ; f) Adevirat,
a®=1eN.32. a) Numirul format din ultimele 3 cifre este egal cu restul impartirii la 1000 a
numarului considerat. Cum 1000 8 , rezultd concluzia; b) abc—(4a+2b+c)=96a+8b:8.

33. a) Daci a ar fi rational atunci ar trebui ca scrierea sa ca fractie zecimala s3 fie periodica.
Daci presupunem ci lungimea perioadei este p, ludnd » =107, obtinem contradictie; ) in
secventa 122333...99...9 sunt 45 de cifre. Mai departe urmeazi secventa 1010...10 formata
e fomo e
9ori del0ori 10
din 20 de cifre, secventa 1111...11 formata din 22 de cifre si secventa 1212...12. A 100-a
s T e G
dellori 11 del2ori 12
zecimald a numirului a este a 13-a cifti a acestei secvente, adica este cifra 1. 34. a)

24x=60-k>=x=0; b) 17x=11-k>=k=4 si x=6; ¢ 2x9x:18=>x=8, dar
,[%:\/161&\1. Problema nu are solutie; d) ,/%z%'\ﬂ-r&c, deci

56032-E=pzs578. Rezultd ca p=24 si x=8; ¢ E=%~v3-_7—xe(@, =)
x€{0,1,2,...9} . 35. a) Presupunand contrariul, 2+\/§=ae(@ ar rezulta \/§=a—2€Q,
fals; b) %+\/§ :%\/g eR\Q; ¢) Daca B+ arfi rational, atunci si patratul sau ar fi

2 2 2
rational, (\/§+\/§) = 5u0./6 zQ; d) (\ﬁ—\/g) 432085 ¢zQ; e (2\/54-5\/—2-)
=70+20V10 ¢ Q. 36. Pentru ae N, daci a are ultima cifrd 2,3,7 sau 8 atunci a® nu este
patrat perfect, astfel ¢ /a nu este rational. @) u(1-2-..-9+8)=8; b) u(5n+2)=2 sau 7

¢) 4n+2:2 dar 4n+2/22,caurmare 4n+2 nu este patrat perfect. 37. Fie a=§, pPeEL,
qu*, (p,q)=1.Din TaeZ si 3aeZ rezultd q|7 si q|3, ceea ce implicd g =1, adica
acZ. 38. Fie \/Zzg, peZ, qu*, (p,g)=1. Rezultd ca p2=n~q2adici q\pz.

Tinind seama de conditia (p,q) =1, obtinem ¢q| p, si apoi g =1. Asadar Jn = peN.




